
Ïðèâåäåíî îáùåå ðåøåíèå äëÿ âñåõ êëàññîâ. Òå âîïðîñû, êîòîðûå äàâàëèñü òîëüêî 11
êëàññó èëè òîëüêî 10 êëàññó âûäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîìåòêàìè.

1. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà â òåïëîâîé êîíòàêò ïðèâîäèòñÿ âñÿ èìåþùàÿñÿ
âîäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t óñòàíîâèâøóþñÿ ðàâíîâåñíóþ òåìïåðàòóðó è çàïèøåì óðàâíåíèå
òåïëîâîãî áàëàíñà

cBmB(t− tB) = cCmC(tC − t).

Îòñþäà

t =
cBmBtB + cCmCtC
cBmB + cCmC

.

Åñëè ïîäñòàâèòü â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äàííûå èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîëó÷èì âåëè÷èíó

t1, ÿâëÿþùóþñÿ îòâåòîì íà ïåðâûé âîïðîñ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âåëè÷èíà W1 =
tC
t1
.

2. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîäà äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ïîðöèè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç t(1) òåìïåðàòóðó, êîòîðóþ ïðèîáðåòåò ñâåðëî ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ. Îíà
æå áóäåò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé âòîðîãî ýòàïà.

Ïîãðóæåíèþ â ïåðâóþ ïîðöèþ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà

cB
mB

2
(t(1) − tB) = cCmC(tC − t(1)),

îòêóäà

t(1) =
cBmBtB + 2cCmCtC
cBmB + 2cCmC

.

Ïîñëå ïîãðóæåíèè âî âòîðóþ ïîðöèþ âîäû ñâåðëî ïðèîáðåòåò òåìïåðàòóðó t(2). Äëÿ
åå íàõîæäåíèÿ èìååì

cB
mB

2
(t(2) − tB) = cCmC(t

(1) − t(2)),

îòêóäà

t(2) =
cBmBtB + 2cCmCt

(1)

cBmB + 2cCmC

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ (ñîñòîÿùåãî â äàííîì ñëó÷àå
èç äâóõ ýòàïîâ) ñâåðëî îõëàäèòñÿ äî òåìïåðàòóðû t2 = t(2).

Ýòà òåìïåðàòóðà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âåëè÷èíà W2 =
tC
t2

áóäóò ÿâëÿòüñÿ îòâåòîì íà

âòîðîé âîïðîñ.

3. Òåïåðü îïèøåì ïðîöåññ îõëàæäåíèÿ, ñîñòîÿùèé èç k ýòàïîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ

èñïîëüçóåòñÿ ìàññà âîäû
mB

k
.

Ñíà÷àëà ñâåðëî èìåëî òåìïåðàòóðó t(0) = tC . Ïóñòü ïîñëå j-ãî ýòàïà ñâåðëî ïðèîáðåëî
òåìïåðàòóðó t(j). Òîãäà íà ñëåäóþùåì, (j + 1)-îì, ýòàïå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå
òåïëîâîãî áàëàíñà

cB
mB

k
(t(j+1) − tB) = cCmC(t

(j) − t(j+1)),

îòêóäà

t(j+1) =
cBmBtB + kcCmCt

(j)

cBmB + kcCmC

.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ñîñòîèò èç k øàãîâ è çàâåðøàåòñÿ íàõîæäåíèåì âåëè÷èíû tk = t(k),
ÿâëÿþùåéñÿ ôèíàëüíîé òåìïåðàòóðîé îõëàæäåííîãî ñâåðëà.

Решения вариантов заключительного этапа Олимпиады по комплексу предметов
(физика, информатика, математика) (2018/2019 учебный год).



4. Çàïèøåì ýòîò àëãîðèòì íà ïñåâäîêîäå.
Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ t(j) íå áóäåì ñîçäàâàòü ìàññèâ, à âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ

âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè t0 è t2, êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òåìïåðàòóðàì â
íà÷àëå è â êîíöå î÷åðåäíîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ.

Íà÷àëî àëãîðèòìà

Çàäàòü mB = 0.1, mC = 0.1,
cB = 4.19 · 103, cC = 0.46 · 103

Ââåñòè k
t0 = tC

ÄËß j îò 0 äî k

t2 =
cBmB tB + k cC mC t0
cBmB + k cC mC

t0 = t2

ÊÎÍÅÖ_ÄËß

Âûâåñòè t2
Êîíåö àëãîðèòìà

Èñïîëíÿÿ ýòîò àëãîðèòì äëÿ çíà÷åíèé k, óêàçàííûõ â òðåòüåì âîïðîñå, íàõîäèì òåìïå-
ðàòóðû è çàïîëíÿåì âòîðîé ñòîëáåö òàáëèöû. Âåëè÷èíû â òðåòüåì ñòîëáöå ðàññ÷èòûâàåì
ïî ôîðìóëå

Wk =
tC
tk
,

èñïîëüçóÿ äàííûå âòîðîãî ñòîëáöà. Èõ ïîäñ÷åò òàêæå ìîæíî äîáàâèòü â àëãîðèòì.

5. Äëÿ îòâåòà íà ÷åòâåðòûé âîïðîñ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåáîðîì, çàïóñêàÿ àëãî-
ðèòì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k. Ëèáî ìîæíî óñòðîèòü åùå îäèí âíåøíèé öèêë, óâåëè-
÷èâàÿ â íåì çíà÷åíèÿ k äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíåò âåðíûì íåðàâåíñòâî Wk ≥ 8000.

Óñëîâèå çàäà÷è íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî òàêîå çíà÷åíèå k íàéäåòñÿ, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðåäó-
ñìîòðåòü âîçìîæíîñòü äîñðî÷íîãî ïðåðûâàíèÿ öèêëà. Íàïðèìåð, ìîæíî äëÿ êàæäîãî k,
êðàòíîãî 1000, âûäàâàòü íà ýêðàí òåêóùåå çíà÷åíèå Wk è ñïðàøèâàòü, ïðîäîëæàòü ëè
âû÷èñëåíèÿ äàëüøå. Ïðè îòâåòå ¾Íåò¿ ïîñëåäíåå âûâåäåííîå Wk áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòâåòîì
íà ÷åòâåðòûé âîïðîñ.

Åñëè àêêóðàòíî âûïîëíèòü îïèñàííûå äåéñòâèÿ, òî âûÿñíèòñÿ, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñòðà-
òåãèÿ îõëàæäåíèÿ âåñüìà ýôôåêòèâíà, è 8000-êðàòíûé ýôôåêò âîçìîæåí.

6. (òîëüêî 10 êëàññ)
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ìíîãîýòàïíîãî ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ áóäóò ñîåäèíåíû âìåñòå kM

ïîðöèè âîäû îäèíàêîâîé ìàññû, íî ðàçíîé òåìïåðàòóðû. ßñíî, ÷òî òåìïåðàòóðà j-îé ïîð-
öèè âîäû áóäåò ðàâíà òåìïåðàòóðå t(j) òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, óñòàíîâèâøåéñÿ íà j-ì ýòàïå
ïðîöåññà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t òåìïåðàòóðó âîäû ïîñëå ñîåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòåé è óñòàíîâ-
ëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ åå ïîèñêà çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà

cB
mB

kM
(t(1) − t) + cB

mB

kM
(t(2) − t) + . . .+ cB

mB

kM
(t(kM ) − t) = 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

t =
1

kM

kM∑
j=1

t(j).

Âíåñåì ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíåíèÿ â àëãîðèòì. Áóäåì â òîì æå öèêëå ïîäñ÷èòûâàòü
ñóììó ïðîìåæóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, à ïîñëå çàâåðøåíèÿ öèêëà ðàçäåëèì íàêîïëåííóþ
ñóììó íà êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ.



Íà÷àëî àëãîðèòìà 2

Çàäàòü mB = 0.1, mC = 0.1,
cB = 4.19 · 103, cC = 0.46 · 103

Ââåñòè k
t0 = tC
S = 0

ÄËß j îò 0 äî k

t2 =
cBmB tB + k cC mC t0
cBmB + k cC mC

t0 = t2

S = S + t2

ÊÎÍÅÖ_ÄËß

tBk = S/k
Âûâåñòè tBk

Êîíåö àëãîðèòìà 2

7. (òîëüêî 11 êëàññ)
Èñïîëüçîâàíèå âîäû ñî ëüäîì ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåò ñòðóêòóðó ïðîöåññà. Òåïëîòà

ñâåðëà áóäåò çàòðà÷èâàòüñÿ íà ïëàâëåíèå ëüäà îäíîâðåìåííî ñ íàãðåâîì âîäû (â òîì ÷èñ-
ëå è îáðàçîâàâøåéñÿ ïðè ïëàâëåíèè). Åñëè âñÿ ëåäÿíàÿ âîäà ðàçäåëåíà íà k ïîðöèé, òî â

êàæäîé ïîðöèè áóäåò
0.99mB

k
âîäû è

0.01mB

k
ëüäà.

Îïèøåì k-ýòàïíûé ïðîöåññ îõëàæäåíèÿ, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ ìàññà

ñíåãà
mB

k
.

Ñíà÷àëà ñâåðëî èìåëî òåìïåðàòóðó t(0) = tC . Ïóñòü ïîñëå j-ãî ýòàïà ñâåðëî ïðèîáðåëî
òåìïåðàòóðó t(j). Òîãäà íà ñëåäóþùåì, (j + 1)-îì, ýòàïå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå
òåïëîâîãî áàëàíñà (â íåì ó÷òåíî, ÷òî âîäà, îáðàçîâàâøàÿñÿ ïîñëå ïëàâëåíèÿ ëüäà, òàêæå
íàãðåâàåòñÿ)

λ
0.01mB

k
+ cB

mB

k
(t(j+1) − tB) = cCmC(t

(j) − t(j+1)),

îòêóäà

t(j+1) =
cBmBtB + kcCmCt

(j) − 0.01λmB

cBmB + kcCmC

.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ìîæåò ñîñòîÿòü èç k øàãîâ è çàâåðøàòüñÿ íàõîæäåíèåì âåëè÷èíû
tk = t(k), ÿâëÿþùåéñÿ ôèíàëüíîé òåìïåðàòóðîé îõëàæäåííîãî ñâåðëà.

Íî òåïåðü âîçìîæåí åùå îäèí èñõîä. Íà íåêîòîðîì ýòàïå ïðîöåññà îñòàâøåéñÿ òåïëî-
òû ñâåðëà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïëàâèòü âåñü èìåþùèéñÿ â
âîäå ëåä. Â òàêîé ñèòóàöèè ïðîöåññ îõëàæäåíèÿ ïðåêðàòèòñÿ. Ñâåðëî áóäåò îõëàæäåíî
äî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé òåìïåðàòóðû θmin = tB = 0. ×àñòü ëüäà áóäåò ðàñïëàâëåíà, íî
âîäà îñòàíåòñÿ ïðè òîé æå òåìïåðàòóðå tB = 0.

Ñêàçàííîå ñëåäóåò ó÷åñòü â àëãîðèòìå äëÿ äîñðî÷íîãî âûõîäà èç öèêëà.

8. Çàïèøåì íîâûé àëãîðèòì íà ïñåâäîêîäå.
Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ t(j) íå áóäåì ñîçäàâàòü ìàññèâ, à âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ

âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè t0 è t2, êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òåìïåðàòóðàì â
íà÷àëå è â êîíöå î÷åðåäíîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ.

Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-ðàçíîìó.
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü öèêë ÏÎÊÀ ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè: òåïëîòû äîñòàòî÷íî äëÿ
ïëàâëåíèÿ âñåãî ëüäà, è íîìåð ýòàïà íå ïðåâûøàåò îáùåãî êîëè÷åñòâà ýòàïîâ. Âî-âòîðûõ,
ìîæíî îñòàâèòü öèêë ÄËß, íî íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà ïðîâåðÿòü óñëîâèå äîñòàòî÷íî-
ñòè òåïëîòû. Íèæå áóäåò íàïèñàí âòîðîé âàðèàíò.



Íà÷àëî àëãîðèòìà 3

Çàäàòü mB = 0.1, mC = 0.1,
cB = 4.19 · 103, cC = 0.46 · 103

Ââåñòè k
t0 = tC

ÄËß j îò 0 äî k
ÅÑËÈ (cC mC t0 > 0.01λmB/k) ÒÎ

t2 = 0; âûéòè èç öèêëà
ÊÎÍÅÖ_ÅÑËÈ

t2 =
cBmB tB + k cC mC t0 − 0.01λmB

cBmB + k cC mC
t0 = t2

ÊÎÍÅÖ_ÄËß

Âûâåñòè t2
Êîíåö àëãîðèòìà 3

Îòâåòû äëÿ 9 êëàññà

1. t1 = 9.89◦C, W1 ≈ 10 (ðàç).

2. t2 = 3.24◦C, W2 ≈ 31 (ðàçà).

3.
k tK WK

1 9.892 10
2 3.241 31
3 1.521 66
5 0.559 179
10 0.154 649
20 0.055 1819
30 0.035 2848
50 0.023 4306
100 0.016 6109

4. Ïðè kM = 336 äîñòèãàåòñÿ Wk = 8002.

Îòâåòû äëÿ 10 êëàññà

1. t1 = 9.89◦C, W1 ≈ 10 (ðàç).

2. t2 = 3.24◦C, W2 ≈ 31 (ðàçà).



3.
k tK WK tBk

1 9.892 10 9.89
2 3.241 31 10.62
3 1.521 66 10.81
5 0.559 179 10.91
10 0.154 649 10.96
20 0.055 1819 10.97
30 0.035 2848 10.97
50 0.023 4306 10.98
100 0.016 6109 10.98

4. Ïðè kM = 336 äîñòèãàåòñÿ Wk = 8002.

5. Îòâåò âïèñàí â òàáëèöó ï. 3. (âûøå).

Îòâåòû äëÿ 11 êëàññà

1. t1 = 9.89◦C, W1 ≈ 10 (ðàç).

2. t2 = 3.24◦C, W2 ≈ 31 (ðàçà).

3.
k tK WK θk
1 9.892 10 9.17
2 3.241 31 2.47
3 1.521 66 0.74
5 0.559 179 0
10 0.154 649 0
20 0.055 1819 0
30 0.035 2848 0
50 0.023 4306 0
100 0.016 6109 0

4. Ïðè kM = 336 äîñòèãàåòñÿ Wk = 8002.

5. Îòâåò âïèñàí â òàáëèöó ï. 3. (âûøå)




