
Òðåíèðîâî÷íûé ýòàï. Ðåøåíèÿ
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Ïðîåêòèðîâùèê îïîðû ËÝÏ èíæåíåð Îáðûâàëèí èìååò ÷åðòåæ ðàâíîáî-
êîé òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè a è 5a è ñ óãëàìè ïðè áîëüøåì îñíîâàíèè 25◦.
Åìó íåîáõîäèìî îòìåòèòü íà áîëüøåì îñíîâàíèè òàêóþ òî÷êó, ÷òîáû ñóììà
äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç ýòîé òî÷êè íà áîêîâûå ñòîðîíû (èëè
èõ ïðîäîëæåíèÿ) áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ñêîëüêî òàêèõ òî÷åê ìîæíî íàéòè?
Â êàêîì îòíîøåíèè îíè áóäóò äåëèòü áîëüøåå îñíîâàíèå?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì òðàïåöèþ ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó F íà
îñíîâàíèè AB è îïóùåííûå èç íåå ïåðïåíäèêóëÿðû FK (íà ñòîðîíó BC) è
FM (íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AD).

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ïåðïåíäèêóëÿðîâ ïàäàåò íà
ïðîäîëæåíèå áîêîâîé ñòîðîíû.

Âûïîëíèì äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ: îïóñòèì âûñîòó BH èç âåðøèíû
B (íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AD) è ïîñòðîèì îòðåçîê FG, ïàðàëëåëüíûé
ñòîðîíå AD (òî÷êà G ïðèíàäëåæèò BH).
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OFMH � ïðÿìîóãîëüíèê (ïî ïîñòðîåíèþ). Åãî ñòîðîíà G ðàâíà ïåðïåí-
äèêóëÿðó FM . Ñðàâíèì FK è AO. Ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ êàòåòàìè â ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ FBK è BFG. Íî ∠BFK = ∠BAD = ∠FBK,
ñëåäîâàòåëüíî, 4FBK = 4BFG ïî îñòðîìó óãëó è îáùåé ãèïîòåíóçå.

Òàêèì îáðàçîì, FK = BG, îòêóäà FK + FM = BH, è ýòî ðàâåíñòâî íå
èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè F ïî îñíîâàíèþ òðàïåöèè.

2. Òåïåðü íóæíî ëèáî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îáà ïåðïåíäèêóëÿðà ïà-
äàþò íà áîêîâûå ñòîðîíû ¾âíóòðè¿ òðàïåöèè. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïðîâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó, òàê êàê îíè íå çàâèñÿò îò òîãî, ãäå èìåííî (íà
ñòîðîíå èëè íà åå ïðîäîëæåíèè) íàõîäèòñÿ òî÷êà M .

Èòàê, èñêîìîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà îñíîâàíèÿ AB.

Îòâåò. Òàêèõ òî÷åê áåñêîíå÷íî ìíîãî (ëþáàÿ òî÷êà íàAB), ñ èõ ïîìîùüþ
ìîæíî ðàçäåëèòü áîëüøåå îñíîâàíèå â ëþáîì îòíîøåíèè.
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Èññëåäóÿ ïðî÷íîñòü îïîðû ËÝÏ, èíæåíåð Îáðûâàëèí ïðèøåë ê âåëè÷èíå

P (n) =

(
1− 5
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)(
1− 7
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· · ·
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1− 2n− 1
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)
.

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ïðè êîòîðîì P (n) ≤ 0,0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2020 íóëåé

1 ?

Ðåøåíèå.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

1− 2n− 1

n2 − 1
=

n2 − 1− 2n+ 1

n2 − 1
=

(n− 2) · n
(n− 1) · (n+ 1)

.

Òåïåðü

P =
1 · 3
2 · 4

· 2 · 4
3 · 5

· 3 · 5
4 · 6

· · · · · (n− 2) · n
(n− 1) · (n+ 1)

=
1 · 3

(n− 1) · (n+ 1)
=

3

n2 − 1

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ n äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

3

n2 − 1
≤ 10−2021,

ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó n2 ≥ 1
3 · 10

2021 + 1. Íàïðèìåð, n = 101010.

Îòâåò. Ñóùåñòâóåò (íàïðèìåð n = 101010).
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Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòoâ a, b ôóíêöèè f(x) = ax+ bx+ a
òàêèå, ÷òî f(0) = f(1/2) = 4.

Ðåøåíèå.

Èç ðàâåíñòâ f(0) = 1 + a = 4 è f(1/2) =
√
a + (1/2)b + a = 4 íàõîäèì

a = 3, b = 2− 2
√
a = 2− 2

√
3.

Îòâåò: a = 3, b = 2− 2
√
3.
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Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò ïÿòèóãîëüíèê ABCDE, ó êîòîðîãî
ñòîðîíû AB, BC è CD èìåþò äëèíû 1 ñì, 3 ñì è 2 ñì. Ìîæíî ëè â òàêóþ
ïðèçìó âïèñàòü öèëèíäð? (Öèëèíäð âïèñàí â ïðèçìó, åñëè îí èìååò òàêóþ
æå âûñîòó, ÷òî è ïðèçìà, à åãî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êàñàåòñÿ êàæäîé áîêîâîé
ãðàíè ïðèçìû.)

Ðåøåíèå. Ñòåðåîìåòðèÿ ñâîäèòñÿ ê ïëàíèìåòðèè: âïèñàòü îêð. â 5-óãîëüíèê.
Ïóñòü ÀÂ=1, ÂÑ=3, CD=2, A1, B1, C1 òî÷êè êàñ. âïèñàííîé îêð. è ýòèõ ñòî-
ðîí, òîãäà A1B = BB1 = x, B1C = CC1 = y, C1D = z, AA1 = t,

x +t = 1,
x +y = 3,

y +z = 2.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì 2(x+ y)+ z+ t = 6, x+ y+(1/2)(z+ t) = x+ y = 3,
îòêóäà z + t = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê z > 0 è t > 0.

Îòâåò: íåò.
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Âàðèàíò 3

Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

10242x · (
√
2)42y = (1/2)−123 .

Ðåøåíèå. Âñå âàðèàíòû

Ïðåîáðàçóÿ ïîêàçàòåëüíûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

220x+21y = 2123

Òåïåðü çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé. Äàäèì åå â îáùåì âèäå.
Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ax+ by = k(a+ b), a > 0, b > 0,ÍÎÄ(a, b) = 1, k > 0,

â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x = y = k.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

a(k +mb) + b(k −ma) = k(a+ b)

Ïóñòü ax1 + by1 = ax2 + by2 = k(a+ b), ãäå x1 = y1 = k.
Òîãäà a(k − x2) + b(k − y2) = 0 èëè a(k − x2) = b(y2 − k), îòêóäà k − x2

äîëæíî áûòü êðàòíî b è y2 − k äîëæíî áûòü êðàòíî a.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ x = k −mb, y = k +ma, m ∈ Z.
Îòâåò. x = 3− 21m, y = 3 + 20m, m ∈ Z.

Ïðèìå÷àíèå

Çàïèñü âèäà x = k + mb, y = k − ma, m ∈ Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì
îòâåòîì. Çà ôîðìàò çàïèñè áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.


