
Òðåíèðîâî÷íûé ýòàï. Ðåøåíèÿ
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Ïðîåêòèðîâùèê îïîðû ËÝÏ èíæåíåð Ïåíæèíñêèé èìååò ÷åðòåæ òðåóãîëü-
íèêà ABC, â êîòîðîì ∠A = 65◦, ∠B = 75◦. Åìó íåîáõîäèìî îòìåòèòü íà
ñòîðîíå AB òàêóþ òî÷êó, ÷òîáû ñóììà äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ
èç ýòîé òî÷êè íà äâå äðóãèå ñòîðîíû áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ñêîëüêî òàêèõ
òî÷åê ìîæíî íàéòè? Â êàêîì îòíîøåíèè îíè áóäóò äåëèòü ñòîðîíó AB?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì òðåóãîëüíèê ABC, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó F íà ñòîðîíå AB è
îïóùåííûå èç íåå ïåðïåíäèêóëÿðû FK è FM .

Âûïîëíèì äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ: îïóñòèì âûñîòó AH èç âåðøèíû
A è ïîñòðîèì îòðåçîê FG ïàðàëëåëüíûé ñòîðîíå BC (îáîçíà÷èì ÷åðåç O
òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ).

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

A B

C

F

K

M

HH
HH

HH

,
,
,
,
,
,
,
,

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

e
e
e
e
e

H

G
O

OFMH � ïðÿìîóãîëüíèê ïî ïîñòðîåíèþ. Åãî ñòîðîíà OH ðàâíà ïåðïåí-
äèêóëÿðó FM . Ñðàâíèì FK è AO. Ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè â òðå-
óãîëüíèêå AGF , êîòîðûé ïîäîáåí èñõîäíîìó òðåóãîëüíèêó ACB. Ïîñêîëüêó
ïðîòèâ ìåíüøåãî óãëà ëåæèò ìåíüøàÿ ñòîðîíà, òî èç ìåíüøåãî óãëà îïóñêà-
åòñÿ áîëüøàÿ âûñîòà.

Âåëè÷èíû óãëîâ A è B (è ðàâíîãî åìó ∠AFG) äàíû â óñëîâèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∠A > ∠B, òî âûñîòà, îïóùåííàÿ èç óãëà A, êîðî÷å,

÷åì ñóììà äëèí FK è FM , à âûñîòà, îïóùåííàÿ èç óãëà B, äëèííåå. Ýòî
ñîîòíîøåíèå äëèí ñîõðàíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò ìåñòîïîëîæåíèÿ òî÷êè F íà
ñòîðîíå AB.

Çíà÷èò, èñêîìîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ îäèí èç êîíöîâ ñòîðîíû AB. Ýòà òî÷êà
íå îòäåëÿåò îò ñòîðîíû íèêàêóþ ÷àñòü.

Îòâåò. Òàêàÿ òî÷êà îäíà, îíà ëåæèò íà êîíöå ñòîðîíû AB.
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Èññëåäóÿ ïðî÷íîñòü îïîðû ËÝÏ, èíæåíåð Ïåíæèíñêèé ïîëó÷èë âûðàæå-
íèå

P =

(
1− 1

6

)(
1− 1

10

)
· · ·
(
1− 1

2019 · 2020/2

)
.

Íàéäèòå çíà÷åíèå P ñ òðåìÿ çíàêàìè â äðîáíîé ÷àñòè.

Ðåøåíèå.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

1− 1
(n−1)n

2

=
n2 − n− 2

(n− 1)n
=

(n− 2) · (n+ 1)

(n− 1) · n
.

Òåïåðü

P =
2 · 5
3 · 4

· 3 · 6
4 · 5

· 4 · 7
5 · 6

· · · · · (n− 2) · (n+ 1)

(n− 1) · n
=

2

4
· n+ 1

n− 1
=

1

2
+

1

n− 1
.

Ïðè n = 2020 èìååì
1

2020− 1
<

1

1000
, ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ çíàêîâ

ïîñëå çàïÿòîé P (2020) = 0,5.

Îòâåò. P (2020) = 0,500± 0,001.
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Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE ñòîðîíû BC, CD è DE èìåþò äëèíû 2−
√
2,

3 +
√
2 è 1 +

√
2. Ìîæíî ëè â òàêîé ïÿòèóãîëüíèê âïèñàòü îêðóæíîñòü?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü AB = 2 −
√
2, BC = 3 +

√
2, CD = 1 +

√
2, A1, B1, C1 òî÷êè êàñ.

âïèñàííîé îêð. è ýòèõ ñòîðîí, òîãäà A1B = BB1 = x, B1C = CC1 = y,
C1D = z, AA1 = t, 

x +t = 2−
√
2,

x +y = 3 +
√
2,

y +z = 1 +
√
2.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì

2(x+ y) + z + t = 6 +
√
2,

x+ y + (1/2)(z + t) = 3 +
√
2/2 = x+ y −

√
2/2,

îòêóäà z + t < 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê z > 0 è t > 0.
Îòâåò: íåò.



9 êëàññ, çàäà÷à 4. Ïóñòü E = {c1, c2, c3}, ãäå c1, c2, c3, c1 < c2 < c3.
Íàéäèòå âñå ôóíêöèè âèäà f(x) = a −

√
b · x, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

åñëè x ∈ E, òî è f(x) ∈ E.

Ðåøåíèå.

1. Åñëè b = 0 òî f(x) = a ∈ E, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 3 ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè f(x) = c1, c2, c3.

2. Åñëè b > 0, òî −
√
b < 0, ôóíêöèÿ f óáûâàåò,

a−
√
b · c1 = c3, a−

√
b · c2 = c2, a−

√
b · c3 = c1,

√
b · (c1 − c3) = c1 − c3, b = 1, a = 2c2 = c1 + c3, f(x) = c1 + c3 − x.

Îòâåò. Âñåãî 3 èëè 4 ôóíêöèè. f(x) = c1, c2, c3 ïðè âñåõ b ≥ 0.
Ïðè b > 0, c1 + c3 = 2c2 åùå è ôóíêöèÿ f(x) = c1 + c3 − x.
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Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 22x+ 19y = 820.

Ðåøåíèå. Â îáùåì âèäå

Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ax+ by = k(a+ b), a > 0, b > 0,ÍÎÄ(a, b) = 1, k > 0,

â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x = y = k.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

a(k +mb) + b(k −ma) = k(a+ b)

Ïóñòü ax1 + by1 = ax2 + by2 = k(a+ b), ãäå x1 = y1 = k.
Òîãäà a(k − x2) + b(k − y2) = 0 èëè a(k − x2) = b(y2 − k), îòêóäà k − x2

äîëæíî áûòü êðàòíî b è y2 − k äîëæíî áûòü êðàòíî a.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ x = k −mb, y = k +ma, m ∈ Z.
Îòâåò. x = 20− 21m, y = 20 + 19m, m ∈ Z.


