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Ïðèìåðíî çà äåñÿòèëåòèå äî ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Õ.À. Ëî-
ðåíö óñòàíîâèë, ÷òî â äâèæóùèõñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ïðîìåæóòêè âðåìåíè è
äëèíû îáúåêòîâ èçìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Ôîð-
ìóëû, îïèñûâàþùèå ýòè èçìåíåíèÿ, èìåþò âèä

∆t0 = ∆t ·
√

1− v2

c2
, ∆l = ∆l0 ·

√
1− v2

c2
.

Çäåñü ∆t � âðåìÿ, ïðîõîäÿùåå ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïî-
äâèæíîãî (ñòîðîííåãî) íàáëþäàòåëÿ; ∆t0 � âðåìÿ, ïðîõîäÿùåå ìåæäó òåìè
æå ñîáûòèÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ äâèæóùåãîñÿ (ó÷àñòâóþùåãî â ñîáûòèÿõ) íà-
áëþäàòåëÿ; ∆l è ∆l0 � äëèíà îáúåêòà (âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ), èçìå-
ðåííàÿ â äâèæóùåéñÿ è â íåïîäâèæíîé ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñîîòâåòñòâåííî, c �
ñêîðîñòü ñâåòà (300 000 êì/ñ).

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî âðåìåíè ïðîéäåò äëÿ êîñìîíàâ-
òîâ, ðåøèâøèõ îòïðàâèòüñÿ ê êàêîé-íèáóäü íå î÷åíü äàëåêîé çâåçäå.

Ïóñòü ñâåò îò ýòîé çâåçäû äîõîäèò äî íàñ çà 5 ëåò (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî êàæäûé ãîä èìååò ïðîäîëæèòåëüíîñòü 365,25 ñóòîê). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êîñìîëåò ñòàðòóåò ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ, çàòåì ðàçãîíÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì
a = 2 ì

ñ
2 äî ñêîðîñòè u = 0.9c è ëåòèò ÷àñòü ïóòè ñ ýòîé ñêîðîñòüþ. Çàòåì îí

íà÷èíàåò òîðìîçèòü ñ òåì æå óñêîðåíèåì, òàê ÷òîáû îêàçàòüñÿ â îêðåñòíîñòè
çâåçäû ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

Äëÿ ïîèñêà îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ïåðåéäåì ê äèñêðåòíîìó âðå-
ìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî íåïðåðûâíîãî âðåìåíè íóæíî èñïîëüçîâàòü
âðåìÿ, èçìåíÿþùååñÿ ñêà÷êîîáðàçíî ñ íåêîòîðûì øàãîì ∆t, ò.å. ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî ìîìåíòû âðåìåíè, îòñòîÿùèå îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà íà k · ∆t
(k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Äàëåå ñëåäóåò äîïóñòèòü, ÷òî ìåæäó
óêàçàííûìè ìîìåíòàìè ñêîðîñòü êîñìîëåòà íå èçìåíÿåòñÿ, à âñå èçìåíåíèÿ
ïðîèñõîäÿò ìãíîâåííî â îòìå÷åííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, âåñü
ïðîöåññ ìîæíî ïðèáëèæåííî ðàññìîòðåòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåð-
íûõ äâèæåíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå áóäåò çíà÷åíèå øàãà äèñêðåòèçàöèè
∆t, òåì òî÷íåå áóäåò ðàñ÷åò, ò.å. òåì ìåíüøå áóäåò ðàçíèöà ìåæäó ¾ðåøåíè-
åì¿, ïîëó÷åííûì â õîäå ðàñ÷åòîâ è òî÷íûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òîãî, íàñêîëüêî ïîäõîäÿùèé øàã ∆t âûáðàí, ìîæíî ïîñòóïèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì ðàñ÷åò ñ âûáðàííûì çíà÷åíèåì ∆t, à çàòåì



ñ øàãîì
∆t

2
. Åñëè ðåçóëüòàòû áóäóò îòëè÷àòüñÿ íåçíà÷èòåëüíî, òî ðåçóëüòàò

ïðèçíàåì óäîâëåòâîðèòåëüíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìåíüøèì âåëè÷èíó ∆t
è ïîâòîðèì ïðîâåðêó. Â íàøåé çàäà÷å áóäåì ñ÷èòàòü ïîäõîäÿùèì ðàçëè÷èå
íå áîëåå, ÷åì íà 1%.

Èòàê, ñêîëüêî æå áóäåò äëèòüñÿ ïîëåò (â îäíó ñòîðîíó) äëÿ íàáëþäàòåëÿ,
îñòàâøåãîñÿ äîìà, è äëÿ êîñìîíàâòà, åãî ñîâåðøèâøåãî?
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Ñõåìà ðåøåíèÿ

1. Äëÿ íà÷àëà íàéäåì ïðîäîëæèòåëüíîñòü òðåõ ýòàïîâ ïîëåòà: ðàçãîíà,
äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è òîðìîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó êàê íà÷àëüíàÿ,
òàê è êîíå÷íàÿ ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ, ïåðâûé è òðåòèé ýòàïû áóäóò èìåòü
ðàâíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü. Ýòà ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàâíà

T0 =
u

a
.

Çà òàêîå âðåìÿ áóäåò ïðîéäåíî ðàññòîÿíèå

S0 =
u2

2a
.

Çà âðåìÿ òîðìîæåíèÿ áóäåò ïðîéäåíî ðàññòîÿíèå S3 = S0

Ïîëíîå ðàññòîÿíèå ñîñòàâèò L = c · TL, ãäå TL � âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò
îò çâåçäû äîõîäèò äî çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ. Îíî ðàâíî 5 ãîäàì, âûðàæåííûì
â ñåêóíäàõ.

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ðàçâèòèÿ ñîáûòèé.
Â ïåðâîì ñëó÷àå 2S0 < L. Òîãäà íà âòîðîì ýòàïå áóäåò ïðîéäåíî ðàññòîÿ-

íèå
S2 = L− 2S0

è íà ýòî áóäåò çàòðà÷åíî âðåìåíè

T2 =
S2

u
.

Ïîëíîå âðåìÿ ïîëåòà â ýòîì ñëó÷àå (äëÿ íàáëþäàòåëÿ ñ Çåìëè) ñîñòàâèò

2T0 + T2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå 2S0 > L. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîñìîëåò äîëæåí íà÷àòü
òîðìîçèòü åùå íå äîñòèãíóâ êðåéñåðñêîé ñêîðîñòè u. Çà âðåìÿ ðàçãîíà (è

àíàëîãè÷íî çà âðåìÿ òîðìîæåíèÿ) áóäåò ïðîéäåíî ðàññòîÿíèå
L

2
, à íà ïðî-

õîæäåíèå ýòîãî ðàññòîÿíèÿ áóäåò çàòðà÷åíî âðåìåíè

T ′0 =

√
L

a
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíîå âðåìÿ ïîëåòà â ýòîì ñëó÷àå (äëÿ íàáëþäàòåëÿ ñ
Çåìëè) áóäåò ðàâíî 2T ′0.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëåò ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà.
Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tk ñêîðîñòü êîñìîëåòà ðàâíà vk. Òîãäà

çà âðåìÿ ∆t áóäåò ïðîéäåí ïóòü

Sk = vk ·∆t +
ak · (∆t)2

2
,
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ãäå óñêîðåíèå ak ðàâíî a èëè −a íà ýòàïàõ ðàçãîíà è òîðìîæåíèÿ, à íà ñðåä-
íåì ýòàïå ðàâíî íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ∆t âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî
íå ó÷èòûâàòü. Íàëè÷èå óñêîðåíèÿ áóäåò ó÷òåíî â èçìåíåíèè ñêîðîñòè:

vk+1 = vk ± a∆t.

Íà ïåðâîì ýòàïå äâèæåíèÿ (ïðè ðàçãîíå) íóæíî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî
óâåëè÷èâàòü èíäåêñ k (íà÷èíàÿ ñ íóëÿ) è ñêëàäûâàòü ïðîéäåííûå çà êàæäûé
ïåðèîä ïóòè Sk. Ýòîò ïðîöåññ ñëåäóåò âåñòè äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ
îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî ïîêà ñêîðîñòü íå ñòàíåò ðàâíà êðåéñåðñêîé ñêî-
ðîñòè u, ëèáî ïîêà íå áóäåò ïðîéäåíà ïîëîâèíà âñåãî ïóòè. Ýòè äâà óñëîâèÿ
ñîîòâåòñòâóþò äâóì âàðèàíòàì ðàçâèòèÿ ñîáûòèé, îïèñàííûì âûøå.

Ïóñòü ïåðâûé ýòàï çàêîí÷èëñÿ è ðàññòîÿíèå, âû÷èñëåííîå îïèñàííûì âû-
øå ñïîñîáîì, ðàâíî S0. Ñëåäóþùåé ÷àñòüþ àëãîðèòìà äîëæåí áûòü ðàñ÷åò
ïîëåòà ñ íåèçìåííîé ñêîðîñòüþ u. Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ýòîé ÷àñòè ðàñ÷åòà
ìîæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå äîñòèæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ L−S0 îò òî÷êè ñòàðòà. Ïðè
òàêîì óñëîâèè âòîðàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà íå áóäåò èñïîëíÿòüñÿ, åñëè S0 ≥ L/2,
ò.å. åñëè îò ðàçãîíà ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ñðàçó ê òîðìîæåíèþ.

Ôîðìóëû ïîäñ÷åòà ðàññòîÿíÿ íà âòîðîì ýòàïå ïðèâåäåíû âûøå. Ñêîðîñòü
æå èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò.

Íàêîíåö, íóæíî ðàññ÷èòàòü ýòàï òîðìîæåíèÿ. Ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè vk è
îòðåçêîâ ïóòè Sk íå èçìåíÿþòñÿ (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óñêîðåíèå òåïåðü îòðè-
öàòåëüíîå), à óñëîâèåì ïðåêðàùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò ïîñòàâèòü äîñòèæåíèå
êîíå÷íîé òî÷êè, ò.å. ïðîõîæäåíèå âñåãî ïóòè L.

Ïîñêîëüêó êîñìîíàâò äâèæåòñÿ ñ èçìåíÿþùåéñÿ äî áîëüøèõ âåëè÷èí ñêî-
ðîñòüþ, äëÿ íåãî êàæäûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t áóäåò èìåòü ðàçíóþ äëèòåëü-
íîñòü. Åñëè îáîçíà÷èòü èõ ÷åðåç Tk, òî, ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà,

Tk = ∆t ·
√

1−
v2k
c2

Ñëîæèâ âñå âðåìåíà Tk, ïîëó÷èì ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîëåòà äëÿ êîñìî-
íàâòà.

Îôîðìèì âñå âûøåñêàçàííîå â âèäå àëãîðèòìà (çíà÷îê % â íåì îçíà÷àåò
êîììåíòàðèé). Âåëè÷èíû L, u, a, c ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè êîíñòàíòàìè.
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Àëãîðèòì Ïîëåò

Âõîä: ∆t; % øàã èçìåíåíèÿ âðåìåíè
Âûõîä: T; % îáùåå âðåìÿ ïîëåòà

íà÷àëî àëãîðèòìà

X := 0; % ïðîéäåííûé ïóòü
T := 0; % ñóììàðíîå âðåìÿ
v := 0; % òåêóùàÿ ñêîðîñòü
ÏÎÊÀ (v ≤ u) È (X ≤ L/2) % ïåðâûé ýòàï (ðàçãîí)

S := v ·∆t +
a · (∆t)2

2
;

X := X + S;
v := v + a ·∆t;

Tk := ∆t ·
√

1− v2

c2
;

T := T + Tk;
êîíåö_ÏÎÊÀ
S0 := X; % ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå íà ïåðâîì ýòàïå

ÏÎÊÀ (X ≤ L− S0) % âòîðîé ýòàï (ìîæåò îòñóòñòâîâàòü)
S := u ·∆t;
X := X + S;

Tk := ∆t ·
√

1− u2

c2
;

T := T + Tk;
êîíåö_ÏÎÊÀ

ÏÎÊÀ (X < L) % òðåòèé ýòàï

S := v ·∆t− a · (∆t)2

2
;

X := X + S;
v := v − a ·∆t;

Tk := ∆t ·
√

1− v2

c2
;

T := T + Tk;
êîíåö_ÏÎÊÀ

êîíåö àëãîðèòìà
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3. Ðàáîòó ñ àëãîðèòìîì ñëåäóåò îðãàíèçîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîÿñíåíè-
ÿìè â òåêñòå çàäàíèÿ.

Ïðîèçâîäèòñÿ çàïóñê àëãîðèòìà ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíîé ∆t íà âõîäå (íà-
ïðèìåð, ∆t = 1 ñóòêè). Íà âûõîäå áóäåò ïîëó÷åíî íåêîòîðîå çíà÷åíèå T1.
Çàòåì íà âõîä ïîäàåòñÿ âåëè÷èíà ∆t/2 è íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ äðóãîå çíà÷å-
íèå T2.

Åñëè
|T1 − T2|

T2
≤ 0.01 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,

÷åì íà 1%), òî çíà÷åíèå T2 (ïîñêîëüêó îíî áîëåå òî÷íîå) áóäåò îòâåòîì íà
âîïðîñ î âðåìåíè (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà).

Åñëè æå
|T1 − T2|

T2
> 0.01, òî âåëè÷èíà ∆t óìåíüøàåòñÿ (íàïðèìåð, äåëèòñÿ

ïîïîëàì), è ñíîâà ïðîèçâîäèòñÿ äâà çàïóñêà àëãîðèòìà, êàê îïèñàíî âûøå.
Ïðè ðåøåíèè çàäàíèÿ ýòîò ïðîöåññ ìîæíî áûëî ïðîâîäèòü âðó÷íóþ, à

ìîæíî áûëî íàïèñàòü åùå îäèí öèêë äâîéíûõ çàïóñêîâ.

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

4. ×èñëîâûå äàííûå, êîòîðûå äîëæíû áûëè áû áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòà-
òå âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ íå ïðèâîäÿòñÿ. Èõ îòñóòñòâèå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê ñòèìóë äëÿ ïîâòîðíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè çàäà-
÷è.

5. Îïèñàííàÿ çäåñü ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ î÷åíü óïðîùåííîé.
Åå íè â êîåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâèëüíîå äåòàëüíîå
îïèñàíèå ìåæçâåçäíûõ ïåðåëåòîâ.

6


