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Ðàáî÷èé äåíü Õàðîíà Ýðåáîâè÷à, ïåðåâîç÷èêà, íà÷èíàåòñÿ, êîãäà ñîëíöå
ñêëîíÿåòñÿ ê çàïàäó. Â ýòî âðåìÿ îí çàáèðàåò â ëîäêó âñåõ ñîáðàâøèõñÿ íà
áåðåãó, ñàäèòñÿ íà âåñëà è ïåðåâîçèò íà ïðîòèâîïîëîæíûé áåðåã ðåêè.

Ðàññìîòðèì ýòîò ïðîöåññ áîëåå ïîäðîáíî.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ðóñëî ïðÿìîëèíåéíûì ñ ïîñòîÿííîé øèðèíîé

H = 200 ì. Ïóñòü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ u èçìåíÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê
ñåðåäèíå ðåêè è ñîñòàâëÿåò u(d) = 0, 02 · d · (H − d) ì/ìèí íà ðàññòîÿíèè d ì
îò áåðåãà. Ïóñòü ÷àñòîòà ãðåáëè ñîñòàâëÿåò 10 âçìàõîâ â ìèíóòó, à â ñòîÿ÷åé
âîäå ëîäêà ðàçâèâàëà áû ñêîðîñòü w = 120 ì/ìèí.

Âî âðåìÿ ïåðåïðàâû ëîäêó ñíîñèò òå÷åíèåì, è ãðåáåö, êàæäûé ðàç îïóñêàÿ
âåñëà â âîäó, íàïðàâëÿåò åå íîñîì ïðÿìî ê áåðåãó. Ðàçìåðàìè ëîäêè ïðåíåáðå-
æåì. Äâèæåíèå ëîäêè ìåæäó ãðåáêàìè áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíûì. Èçìåíå-
íèåì ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íà ðàññòîÿíèè, ïðîõîäèìîì ëîäêîé ìåæäó ãðåáêàìè,
ïðåíåáðåæåì.

1. Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå ëîäêè (ïî îòíîøåíèþ ê ïóíêòó îòïðàâëåíèÿ)
÷åðåç îäíó ìèíóòó ïîñëå îò÷àëèâàíèÿ.

2. Îïðåäåëèòå âðåìÿ, êîòîðîå áóäåò çàòðà÷åíî íà äîñòèæåíèå ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî áåðåãà.

3. Îïðåäåëèòå, íàñêîëüêî íèæå ïî òå÷åíèþ (ïî îòíîøåíèþ ê ïóíêòó îò-
ïðàâëåíèÿ) ëîäêà äîñòèãíåò ïðîòèâîïîëîæíîãî áåðåãà.

4. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ëîäêà ïîäîéäåò ê ïðîòèâîïîëîæíîìó
áåðåãó.

ÓÊÀÇÀÍÈÅ. Ñ÷èòàéòå ëþáîå ¾ïåðåñå÷åíèå¿ ëèíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî áå-
ðåãà ïðè÷àëèâàíèåì.

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
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Ðåøåíèå. 9 êëàññ, 10 êëàññ

1. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ áåðåãàìè ðåêè. Ïóñòü îñü OX
íàïðàâëåíà ïî òå÷åíèþ (ïðÿìîëèíåéíîé) ðåêè, îñü OY � ïåðïåíäèêóëÿðíî
áåðåãó. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâìåñòèì ñ ïóíêòîì îòïðàâëåíèÿ A. Òîãäà ïóíêò
íàçíà÷åíèÿ B áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (0, H).

Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ðåêè ÷åðåç u, ñêîðîñòü ëîäêè (îòíîñèòåëüíî áåðåãîâ)
v(t). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, u = u(y) = 0.02 · y · (H − y).

ßñíî, ÷òî âñå èçìåíåíèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ëîäêè ïðîèñõîäÿò â ìîìåíò
ãðåáêîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ñ èíòåðâàëîì ∆t = 60/10 = 6 ñåêóíä, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìîìåíòû âðåìåíè tk = k ·∆t. Èíäåêñîì k
áóäåì ïîìå÷àòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè tk.
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2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå ëîäêè ìåæäó äâóìÿ ãðåáêàìè. Ïóñòü â
ìîìåíò âðåìåíè tk ëîäêà íàõîäèëàñü â òî÷êå K ñ êîîðäèíàòàìè (xk, yk).

Âåêòîð ñêîðîñòè ëîäêè vk = uk + w. Ïåðâîå ñëàãàåìîå äåéñòâóåò âäîëü
îñè OX, ïîýòîìó îíî áóäåò èçìåíÿòü òîëüêî êîîðäèíàòó x. Âòîðîå äåéñòâóåò
âäîëü îñè OY , ïîýòîìó îíî áóäåò èçìåíÿòü òîëüêî êîîðäèíàòó y. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü êàæäûé ðàç ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð
ñêîðîñòè vk, à ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðîé ëîäêà îêà-
æåòñÿ â ìîìåíò ñëåäóþùåãî ãðåáêà, áóäóò ðàâíû

xk+1 = xk + uk∆t,

yk+1 = yk + w∆t.
(∗)

3. Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áàçîâûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà.

Àëãîðèòì �Áàçîâûé�

Çàäàòü H, ∆t; ïîëîæèòü x0 := 0, y0 := 0;
ÄËß k = 0, 1, 2, . . .

Âû÷èñëèòü xk+1, yk+1 ïî ôîðìóëàì (∗);
êîíåö àëãîðèòìà

Ýòîò îñíîâíîé àëãîðèòì ìû áóäåì äîïîëíÿòü äåéñòâèÿìè, íåîáõîäèìûìè
äëÿ ïîèñêà îòâåòîâ íà âîïðîñû çàäà÷è.
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4. Äëÿ îòâåòà íà 1-é âîïðîñ íóæíî íàéòè x10, y10, ïîñêîëüêó çà îäíó ìè-
íóòó ïðîèñõîäèò 10 âçìàõîâ âåñëàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü 10
ïîâòîðåíèé öèêëà àëãîðèòìà (k îò 0 äî 9).

5. Äëÿ îòâåòà íà 2-é âîïðîñ çàäà÷è íóæíî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åò äî òåõ ïîð,
ïîêà yk+1 íå îêàæåòñÿ áîëüøå H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî èñïîëüçîâàòü öèêë
ÏÎÊÀ ñ óñëîâèåì ïðîäîëæåíèÿ yk < H. Íîìåð ïîñëåäíåãî øàãà kH áóäåò
ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì ïðîäåëàííûõ øàãîâ. Òîãäà îáùåå âðåìÿ ïåðåïðàâû
T = kH ·∆t.

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ïðèìåò âèä

Àëãîðèòì �Âðåìÿ ïåðåïðàâû�

Çàäàòü H, ∆t; ïîëîæèòü x0 := 0, y0 := 0, k := 0;
ÏÎÊÀ yk < H

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ uk := yk · (H − yk);
Âû÷èñëèòü xk+1, yk+1 ïî ôîðìóëàì (∗);
Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê k := k + 1;

ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ
Âû÷èñëèòü îáùåå âðåìÿ T := k ·∆t;
Âûâåñòè T ;
êîíåö àëãîðèòìà

Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ ïåðåïðàâû ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî áûñòðåå, ðàçäåëèâ
øèðèíó ðåêè íà ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü ëîäêè. Àëãîðèòì �Âðåìÿ ïåðåïðàâû�
ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷. Ðåêîìåíäóåòñÿ îçíàêî-
ìèòüñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýòàïîì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ 11 êëàññà.

6. Òåïåðü, êîãäà ìû óìååì îïðåäåëÿòü íîìåð øàãà, íà êîòîðîì ëîäêà äî-
ñòèãàåò áåðåãà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîîðäèíàòó xH òî÷êè ïðè÷àëèâàíèÿ.
Òàê êàê ëîäêà îòîøëà èç íà÷àëà êîîðäèíàò, òî âåëè÷èíà xH áóäåò ïîêàçû-
âàòü, íàñêîëüêî íèæå ïî òå÷åíèþ çàêîí÷èëàñü ïåðåïðàâà.

7. (Òîëüêî äëÿ 10 êëàññà.) Íàêîíåö, äëÿ îòâåòà íà 4-é âîïðîñ ïðèäåòñÿ èñ-
êàòü ïîëíóþ ñêîðîñòü vk ïðè k = kH−1. Â ìîìåíò ïîñëåäíåãî (ïåðåä ïðè÷àëè-
âàíèåì) âçìàõà âåñåë ëîäêà íàõîäèëàñü â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (xkH−1, ykH−1).
Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà ñêîðîñòü ëîäêè óæå íå èçìåíÿëàñü. â óêàçàííîé òî÷êå
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà uH = ykH−1(H − ykH−1). Ïîýòîìó vH =

√
u2H + w2.

Èòîãîâûé àëãîðèòì ïðèìåò âèä (çíà÷îê % îçíà÷àåò êîììåíòàðèé)

Àëãîðèòì �Âðåìÿ ïåðåïðàâû è ñíîñ�

Çàäàòü H, ∆t; ïîëîæèòü x0 := 0, y0 := 0, k := 0;

ÏÎÊÀ yk < H

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ uk := yk · (H − yk);
Âû÷èñëèòü xk+1, yk+1 ïî ôîðìóëàì (∗);
Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê k := k + 1;
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ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ
% òåïåðü ïåðåìåííàÿ k ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ïîâòîðíèé öèêëà

Âûâåñòè x10 è y10; % ýòî îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ

Âû÷èñëèòü îáùåå âðåìÿ T := k ·∆t;
Âûâåñòè T ; % ýòî îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ

Âûâåñòè 'Ïðè÷àëèëè íèæå íà ' + xk % ýòî îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ

Âû÷èñëèòü v :=
√
uk + w

Âûâåñòè 'Ïðè÷àëèëè ñî ñêîðîñòüþ ' + v; % ýòî îòâåò íà ÷åòâåðòûé âîïðîñ

êîíåö àëãîðèòìà

8. ×èñëîâûå äàííûå, êîòîðûå äîëæíû áûëè áû áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòà-
òå âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ íå ïðèâîäÿòñÿ. Èõ îòñóòñòâèå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê ñòèìóë äëÿ ïîâòîðíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè çàäà-
÷è.
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