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1. Ãîñïîæà Òàêàÿòî ðåøèëà ñåñòü íà äèåòó è èç êàæäûõ äåñÿòè äíåé äåëàòü
÷åòûðå ãîëîäíûõ è øåñòü îáæîðíûõ. Ñêîëüêèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè îíà ìî-
æåò ðàñïðåäåëèòü òàêèå äíè, ÷òîáû ó íåå íå áûëî áîëåå äâóõ ãîëîäíûõ äíåé
ïîäðÿä (â ðàìêàõ îäíîé äåñÿòèäíåâêè)?

Ðåøåíèå.
Íåîáõîäèìî èç 10-òè äíåé âûáðàòü 4, êîòîðûå áóäóò ãîëîäíûìè. Ýòè äíè

ìîãóò áûòü ðàññòàâëåíû ñðåäè îñòàëüíûõ øåñòè (îáæîðíûõ) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íå áûëî 3-õ èëè 4-õ ïîäðÿä. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî çàïðåòíûõ âàðè-
àíòîâ.

Äëÿ 4-õ ãîëîäíûõ äíåé ïîäðÿä åñòü 7 âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ (â ñàìîì
íà÷àëå, â ñàìîì êîíöå èëè ìåæäó ëþáûìè èç 6-òè îáæîðíûõ).

Â ñëó÷àå 3-õ ãîëîäíûõ äíåé ïîäðÿä ñíîâà èìååì òå æå 7 ìåñò, íà îäíî èç
êîòîðûõ íóæíî ïîñòàâèòü òðîéêó ãîëîäíûõ, à íà äðóãîå � ÷åòâåðòûé îñòàâ-
øèéñÿ. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü ðàâíî 7 · 6 = 42.

Îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ãîëîäíûõ äíåé (áåç ó÷åòà îãðà-

íè÷åíèé) ðàâíî C4
10 =

7 · 8 · 9 · 10
2 · 3 · 4

= 210.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî åñòü 210− 7− 42 = 161.

Îòâåò: 161.



2. Íà êàæäîé èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷ óñòàíîâëåíû
îáñëóæèâàþùèå ïîäñòàíöèè. Íà ëèíèè À � ÷åðåç êàæäûå m êì, íà ëèíèè
Â � ÷åðåç êàæäûå q êì. Åñëè çàíóìåðîâàòü èõ ïîäðÿä âäîëü êàæäîé ëèíèè,
òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäñòàíöèÿìè A1 è B1 ðàâíî 15

√
2 êì, ìåæäó A3 è B3

ðàâíî 5
√
34 êì, ìåæäó A4 è B4 ðàâíî 15

√
10 êì. Îïðåäåëèòå, ïàðàëëåëüíû

ëè äàííûå ëèíèè? Åñëè äà, òî íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Åñëè íåò, òî
íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ïîäñòàíöèè A1 äî òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Ðåøåíèå.
Åñëè ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â òî÷êå A1

è îäíîé èç îñåé, íàïðàâëåííîé âäîëü ëèíèè À (ìîæíî è èíà÷å), òî êîîðäè-
íàòû âñåõ ïîäñòàíöèé áóäóò èçìåíÿòüñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì, ñëåäîâàòåëüíî
êâàäðàòû ðàññòîÿíèé AkBk áóäóò ÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè P (s) = as2 + bs + c. Íàéäåì åãî. Áóäåì èçìåðÿòü s â
óñëîâíûõ åäèíèöàõ äëèíû, òàê ÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ åäèíèöà ñîîòâåòñòâó-
åò ñëåäóþùåé ïàðå ïîäñòàíöèé. Òîãäà

P (0) = c = 450 = 9 · 50,
P (2) = 4a+ 2b+ c = 850 = 17 · 50,
P (3) = 9a+ 3b+ c = 2250 = 45 · 50.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ óìåíüøèì âñå ïðàâûå ÷àñòè â 50 ðàç è èç ïîëó÷åííîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû íàéäåì

a = 8, b = −12, c = 9.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

P (s) = 50(8s2 − 12s+ 9).

Åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí, P (s) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (è âñþäó
ïîëîæèòåëåí). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè ðàâåí ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ P (s), êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè
s = s0 =

3
4 è ðàâíî 50 · 92 = 225.

Îòâåò: ëèíèè ïàðàëëåëüíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî 15 êì.



3. Çàïèñü ÷èñëà A çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 3. Åñëè æå ïîñëåäíþþ öèôðó
ïåðåñòàâèòü â íà÷àëî, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, íà 27 áîëüøå A. Íàéäèòå A, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 99, èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî ÷èñëà íå ñóùå-
ñòâóåò.

Ðåøåíèå.
×èñëî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = 10x+ 3, ãäå x � íåêîòîðîå ÷èñëî,

ñîñòàâëåííîå èç âñåõ öèôð ÷èñëà A êðîìå ïîñëåäíåé. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
ïîñëåäíåé öèôðû â íà÷àëî áóäåò ïîëó÷åíî íîâîå ÷èñëî B, êîòîðîå çàïèøåòñÿ
êàê B = 3 · 10n + x (ãäå n ∈ N).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, B = A+ 27, ÷òî äàåò óðàâíåíèå

3 · 10n + x = 10x+ 3 + 27 = 10x+ 30,

îòêóäà
9x = 3 · 10n − 30 = 30 · (10n−1 − 1).

Ïðè n = 1 ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Åñëè æå n ≥ 2, òî

9x = 30 · 9 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n−1

⇒ x = 10 · 3 3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−1

⇒ A = 10x+ 3 = 3 3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−1

0 3

Ïîëó÷åííîå ÷èñëîA êðàòíî äåâÿòè, åñëè n êðàòíî òðåì (ñóììà öèôð ÷èñëà
A áóäåò êðàòíà äåâÿòè).

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî A êðàòíî îäèííàäöàòè, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé
åãî öèôð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ è ñóììîé åãî öèôð íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ äåëèòñÿ
íà 11.

Ïðè (n−1) � ÷åòíîå: ñóììà öèôð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ 3 ·
(
n+1
2

)
, à ñóììà öèôð

íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ 3 ·
(
n+1
2 − 1

)
. Ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè ñóììàìè ðàâíà 3,

÷òî íå äåëèòñÿ íà 11.
Ïðè (n−1) � íå÷åòíîå: ñóììà öèôð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ 3·

(
n−1
2 − 1

)
, à ñóììà

öèôð íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ 3 ·
(
n+1
2

)
. Ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè ñóììàìè ðàâíà 6,

÷òî íå äåëèòñÿ íà 11.
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.



4. Â êðóãîâîé ñåêòîð ðàäèóñà R ñ öåíòðàëüíûì óãëîì α (0 < α ≤ π/2)
âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè (îáå êàñàþòñÿ ðàäèóñîâ-ñòîðîí ñåêòîðà, äðóã äðóãà
âíåøíèì îáðàçîì, à áîëüøàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñåêòîðà). Êàêóþ íàèáîëü-
øóþ äîëþ ìîæåò ñîñòàâëÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé îò âåëè÷èíû R è ïðè êàêîì çíà÷åíèè α ýòî äîñòèãàåòñÿ?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì ðàäèóñû ìàëîé è áîëüøîé âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ÷åðåç x è

y, ââåäåì âåëè÷èíó β = α/2. Îòìåòèì, ÷òî 0 < β < π/4.

A

BO

O1

O2
K M

x
y

Âûðàçèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåç ðàäèóñû òðåõ îêðóæíîñòåé.

OO2 = R− y, OO1 = R− x− 2y.

Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì

1

sin β
=
R− y
y

=
R− x− 2y

x
.

Îòêóäà

R

y
=
R− 2y

x
⇒ x =

R− 2y

R
· y ⇒ x

R
=

(
1− 2

y

R

)
· y
R
.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé O1O2 ðàâíî x + y.
Ðàññìîòðèì èñêîìîå îòíîøåíèå

x+ y

R
=

(
1− 2

y

R

)
· y
R

+
y

R
= 2 ·

(
1− y

R

)
· y
R
.

Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû t =
y

R
ýòî îòíîøåíèå åñòü ïàðàáîëà 2t(1− t).

Âûðàçèì ïàðàìåòð t ÷åðåç óãîë β.

1

sin β
=
R

y
− 1 ⇒ t =

y

R
=

sin β

1 + sin β
=

1

1 + 1
sinβ

.



Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè β îò 0 äî π/4 ïàðàìåòð t ðàñòåò îò 0 äî√
2− 1. Îñòàåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì ïàðàáîëû 2t(1− t) íà ïîëó÷åííîì îòðåçêå

[0,
√
2−1]. Âåðøèíà ïàðàáîëû ëåæèò ïðàâåå îòðåçêà, ñëåäîâàòåëüíî èñêîìûé

ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè t = t0 =
√
2− 1 è ðàâåí 2(3

√
2− 4).

Îòâåò: 2(3
√
2− 4) ïðè α = π/2.



5. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n > 2024

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

âçÿòûå â òîì æå ïîðÿäêå (íà÷èíàÿ ñî ñòàðøåé ñòåïåíè), îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì q (q 6= 0,±1).

Âûÿñíèòå, ìîæåò ëè Pn(x) èìåòü òîëüêî îäèí êîðåíü.
Åñëè ìîæåò, óêàæèòå ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü (èç äèàïàçîíà âûøå), ïðè êî-

òîðîé ýòî âîçìîæíî, è âûðàçèòå êîðåíü ÷åðåç a0 è q. Åñëè íåò, óêàæèòå ìè-
íèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé ïðè ëþáîì n > 2024.

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ak = ak+1q = anq

n−k. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

Pn(x) = an
(
xn + qxn−1 + . . .+ qn−1x+ qn

)
.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x/q. Òîãäà íàø ìíîãî÷ëåí ïðèìåò âèä

Pn(t) =
an
qn
(
tn + tn−1 + . . .+ t+ 1

)
.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Qn(t) = tn + tn−1 + . . . + t + 1. Âñå åãî êîðíè â q
ðàç îòëè÷àþòñÿ îò êîðíåé Pn, ïîýòîìó àíàëèç êîëè÷åñòâà è ðàñïîëîæåíèÿ
êîðíåé ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ Qn(t).

Åñëè n íå÷åòíî, òî âñå ñëàãàåìûå Qn(t) ìîæíî ðàçáèòü íà ñîñåäíèå ïàðû
ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøèõ, è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå íà ìíîæè-
òåëè

Qn(t) = tn−1(t+ 1) + tn−3(t+ 1) + . . .+ t2(t+ 1) + (t+ 1) =

= (t+ 1)(tn−1 + tn−3 + . . .+ t2 + 1).

Âòîðîé ìíîæèòåëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, òàê êàê âñå ïîêàçàòåëè
ñòåïåíåé ÷åòíûå (â ñèëó íå÷åòíîñòè n), ïîýòîìó Qn(t) èìååò åäèíñòâåííûé
êîðåíü t0 = −1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ìíîãî÷ëåí Pn(x) òàêæå èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü x0 = t0q = −q.

Â óêàçàííîì äèàïàçîíå ñòåïåíåé ïîäõîäÿùåé ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøàÿ (n =
2025), ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü ÷åòíûå ñòåïåíè íåò íåîáõîäèìîñòè.

NB Àíàëèç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Qn(t) ìîæíî áûëî ïðîâåñòè èíà÷å, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè (ïðè t 6= 1) è

ïåðåïèñàâ åãî â âèäå Qn(t) =
1− qn+1

1− q
.

Îòâåò: ìîæåò, nmin = 2025, x0 = −q.


