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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà

Ðåøåíèå

Çàäà÷à 1

Ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû Ïîí÷èêà âî âðåìÿ åäû ïðîïîðöèîíàëüíû êîðíþ
êâàäðàòíîìó èç îáúåìà ñúåäàåìîé ïîðöèè. ×òî âûãîäíåå äëÿ ýêîíîìèè ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî çàïàñà: ñúåñòü ñâåæóþ êóëåáÿêó êàê îäíó ïîðöèþ èëè ðàçäåëèòü
åå íà äâå? Â êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàç (è â êàêóþ ñòîðîíó) èçìå-
íÿòñÿ çàòðàòû ïðè ðàçäåëåíèè êóëåáÿêè íà äâå ïîðöèè?

Ðåøåíèå. Ïðèìåì âñþ åäó çà åäèíèöó. Ïóñòü îíà ðàçäåëåíà íà ÷àñòè
îáúåìîì x è y (x + y = 1). Ïóñòü y = cx (c > 0). Òîãäà ïðè ñúåäàíèè âñåãî
îäíîé ïîðöèåé çàòðàòû ñîñòàâÿò S1 = α

√
x+ cx, à ïðè ðàçäåëåíèè íà äâå

ïîðöèè ñîñòàâÿò S2 = α
√
x + α

√
cx. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü îòíîøåíèå ýòèõ

âåëè÷èí. Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðèì êâàäðàò èõ îòíîøåíèÿ(
S2
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)2
=
α2(
√
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√
cx)2

α2
√
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2 =
(1 +

√
c)2

1 + c
=

1 + c+ 2
√
c

1 + c
= 1 +

2
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√
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√
c
.

Âåëè÷èíà 1/
√
c+
√
c ≥ 2, ïîýòîìó(
S2

S1

)2
= 1 +

2

1/
√
c+
√
c
≤ 2.

Òàêèì îáðàçîì, 1 <
S2

S1
≤
√
2.

Îòâåò. Óâåëè÷àòñÿ â
√
2 ðàç (ìàêñèìàëüíî). Âûãîäíåå ñúåñòü êàê îäíó

ïîðöèþ.

Çàäà÷à 2

Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, åñëè òàêîâûå ñó-
ùåñòâóþò.[

x

2022

]
+

[
x+ 1

2022

]
+ · · ·+

[
x+ 2021

2022

]
=

lg(2x + 1)− lg 6

lg 5− lg 10
.

×åðåç [a] çäåñü îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.



Ðåøåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè x öåëîå, d íàòóðàëüíîå, òî[
x

d

]
+

[
x+ 1

d

]
+ · · ·+

[
x+ d− 1

d

]
= x. (∗)

Ïðåäñòàâèì x â âèäå x = kd+m, ãäå k ∈ Z (íåïîëíîå ÷àñòíîå),
m ∈ {0, 1, . . . , d− 1} (îñòàòîê). Òîãäà âåëè÷èíû[

x

d

]
,

[
x+ 1

d

]
, . . . ,

[
x+ (d−m− 1)

d

]
áóäóò ðàâíû k. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî d−m.

Âåëè÷èíû [
x+ (d−m)

d

]
, . . . ,

[
x+ (d− 1)

d

]
áóäóò ðàâíû k + 1. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî m.

Èòîãî ïîëó÷àåì[
x

2022

]
+

[
x+ 1

2022

]
+ · · ·+

[
x+ 2021

2022

]
= k · (d−m)+ (k+1) ·m = kd+m = x.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

lg(2x + 1)− lg 6

lg 5− lg 10
=

lg[(2x + 1)/6]

lg 1/2
= − log2[(2

x + 1)/6].

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ log2[(2
x + 1)/6] = −x,

ýêâèâàëåíòíîìó 2x + 1 = 6 · 2−x.
Îáîçíà÷àÿ t = 2x è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

2x = 2 (äðóãîé êîðåíü íå ïîäõîäèò ïî çíàêó).
Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1.

Îòâåò. x = 1.

Çàäà÷à 3

Êîëõîç èìåíè Ëîïå äå Âåãà ïëàíèðóåò ïîñòðîèòü íà ñâîèõ çåìëÿõ äâà îäè-
íàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå ðîçàðèÿ è êâàäðàòíûé â ïëàíå ñâèíàðíèê.
Ñóììà ïåðèìåòðîâ ðîçàðèåâ äîëæíà áûòü áîëüøå ïåðèìåòðà ñâèíàðíèêà íà
16 ì, à ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ðîçàðèåâ ïðåâûøàòü ïëîùàäü ñâèíàðíèêà íà 16
êâ. ì. Åñëè òàêîé ïëàí ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí, òî íàéäèòå äëèíû ñòîðîí
âñåõ ñòðîåíèé. Åñëè ïëàí íåðåàëåí, òî îáúÿñíèòå ïî÷åìó.



Ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÷åðåç x è y, ñòîðîíó êâàä-
ðàòà ÷åðåç a è ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

2(2x+ 2y)− 4a = 16,

2xy − a2 = 16.
⇔

{
x+ y − a = 4,

2xy − a2 = 16.

Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x = 4 + a− y è ïîäñòàâèì âî âòîðîå.

2(4 + a− y)y − a2 = 16 ⇔ −2y2 + 2(a+ 4)y − a2 − 16.

Ýòî êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî y óðàâíåíèå. Îíî èìååò ðåøåíèå, åñëè åãî äèñ-
êðèìèíàíò íåîòðèöàòåëåí. Äèñêðèìèíàíò (áåç ó÷åòà ìíîæèòåëÿ 2) ðàâåí

(a+ 4)2 − 2a2 − 32 = a2 + 8a+ 16− 2a2 − 32 = −(a− 4)2.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî a = 4 è äëÿ ïîèñêà ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà
ñèñòåìó {

x+ y = 8,

2xy = 32,

èìåþùóþ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = y = 4.

Îòâåò. Âñå ïîìåùåíèÿ � êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé 4 åä. äëèíû.

Çàäà÷à 4

Íà êàæäîé èç ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà âûáðàíî ïî ïðîèçâîëüíîé òî÷-
êå. Òî÷êè íà ñîñåäíèõ ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà ñîåäèíåíû îòðåçêàìè ïðÿ-
ìûõ. Â ðåçóëüòàòå îò ïàðàëëåëîãðàììà îêàçûâàþòñÿ îòñå÷åííûìè ÷åòûðå
òðåóãîëüíèêà. Âîêðóã êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îïèñàíà îêðóæíîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî
ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì îêðóæíîñòè è èõ öåíòðû, êîòîðûå îáîçíà÷èì O1, . . . , O4.
Ðàññìîòðèì âåêòîðû O1O2, O4O3 è O1O4, O2O3.
Ïîñêîëüêó öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèí-

íûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ïðîåêöèè óêàçàííûõ âåêòîðîâ íà ñòîðîíû èñõîäíîãî
ïàðàëëåëîãðàììà áóäóò ðàâíû ïîëîâèíå ýòèõ ñòîðîí.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ââåñòè äâå îñè: îäíó ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå AB, à äðó-
ãóþ ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå AD, òî êàæäàÿ ïàðà ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ



áóäåò èìåòü îäèíàêîâûå ïðîåêöèè íà êàæäóþ èç ââåäåííûõ îñåé. Îòñþäà
ñëåäóåò ïîïàðíîå ðàâåíñòâî ñàìèõ âåêòîðîâ.
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A D

B C
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O3

O4

Ðàâåíñòâî æå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî O1O2O3O4 �
ïàðàëëåëîãðàìì.

Çàäà÷à 5

Îõîòíèê Ïóëüêà äëÿ ñâîåé ñîáàêè Áóëüêè çàêàçàë íà ÀëèÝêñïðåññ òðè
êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà. Íàóòðî ïîñëå äîñòàâêè îäèí êóëü îêàçàëñÿ ñúåäåí.
Ïîä ïîäîçðåíèå ïîïàëè ÷åòâåðî, è Íåçíàéêå óäàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå.

(1) Åñëè àëèáè Ïîí÷èêà èñòèííî, òî Ñèðîï÷èê òàêæå èìååò àëèáè.
(2) Åñëè Ïîí÷èê åë êîðì, òî ëèáî Ñèðîï÷èê, ëèáî Àâîñüêà òîæå åë êîðì

(ëèáî îáà âìåñòå).
(3) Èç äâóõ ïîêàçàíèé: ¾Àâîñüêà åë êîðì¿, ¾Ïîí÷èê íå åë, íî ïðè ýòîì åë

Íåáîñüêà¿ � õîòÿ áû îäíî èñòèííîå.
(4) Åñëè Íåáîñüêà åë êîðì, òî òàêæå åë ëèáî Àâîñüêà, ëèáî Ñèðîï÷èê

(ëèáî îáà âìåñòå).
Êîãî èç ïîäîçðåâàåìûõ Íåçíàéêà ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îáâèíèòü â ïîåäàíèè
çà íî÷ü öåëîãî êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà?



Ðåøåíèå.

Íà÷íåì ñ (3). Ïóñòü Àâîñüêà íå åë êîðì. Òîãäà Ïîí÷èê íå åë, à Íåáîñüêà
åë. Èç (4) ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî Àâîñüêà åë, ëèáî Ñèðîï÷èê. Ïðè ñäåëàííîì
ïðåäïîëîæåíèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åë Ñèðîï÷èê. Íî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî Ñèðîï-
÷èê íå åë êîðì, ò.ê. Ïîí÷èê íå åë. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
Àâîñüêà âèíîâåí (êîðì åë).

Åñëè ðàññìîòðåòü âñå âàðèàíòû äëÿ òðåõ îñòàâøèõñÿ ïîäîçðåâàåìûõ,

Àâîñüêà Íåáîñüêà Ïîí÷èê Ñèðîï÷èê

1 åë åë åë åë

2 åë åë åë íåò

3 åë åë íåò åë íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

4 åë åë íåò íåò

5 åë íåò åë åë

6 åë íåò åë íåò

7 åë íåò íåò åë íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

8 åë íåò íåò íåò

òî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäûé èç ïîäîçðåâàåìûõ ìîã êàê åñòü, òàê è íå
åñòü êîðì.

Îòâåò. Àâîñüêà òî÷íî åë, ïðî îñòàëüíûõ ñäåëàòü âûâîä íåâîçìîæíî.


