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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17091 äëÿ 9 êëàññà

Ðåøåíèå

Çàäà÷à 1

Ïóñòü ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà n, k, m îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå ãîäû XXI
âåêà, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà íà 5 ëåò, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ
îêàí÷èâàåòñÿ íóëåì. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå nkm äåëèòñÿ íà 750.

Ðåøåíèå

Ðàçëîæèì äåëèòåëü íà ìíîæèòåëè: 750 = 2 · 3 · 53.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü çàäàííûå ÷èñëà êàê 5(s − 1), 5s è

5(s+ 1), ãäå s ∈ N. Òîãäà nkm = 53(s− 1)s(s+ 1).
Ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3, à òàêæå íà 2,

ïîýòîìó çàäàííîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

nkm = 53(s− 1)s(s+ 1) = 53 · 6 · t = 750 · t, t ∈ N.

Çàäà÷à 2

Öåëîé ÷àñòüþ [x] ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå m òàêîå, ÷òî m ≤
x. Íàïðèìåð, [−4/3] = −2, [π] = 3, [2] = 2. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò.[

x

2022

]
+

[
x+ 1

2022

]
+ · · ·+

[
x+ 2021

2022

]
= x2023.

Ðåøåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè x öåëîå, d íàòóðàëüíîå, òî[
x

d

]
+

[
x+ 1

d

]
+ · · ·+

[
x+ d− 1

d

]
= x. (∗)

Ïðåäñòàâèì x â âèäå x = kd+m, ãäå k ∈ Z (íåïîëíîå ÷àñòíîå),
m ∈ {0, 1, . . . , d− 1} (îñòàòîê). Òîãäà âåëè÷èíû[

x

d

]
,

[
x+ 1

d

]
, . . . ,

[
x+ (d−m− 1)

d

]



áóäóò ðàâíû k. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî d−m.
Âåëè÷èíû [

x+ (d−m)

d

]
, . . . ,

[
x+ (d− 1)

d

]
áóäóò ðàâíû k + 1. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî m.

Èòîãî ïîëó÷àåì[
x

2022

]
+

[
x+ 1

2022

]
+ · · ·+

[
x+ 2021

2022

]
= k · (d−m)+ (k+1) ·m = kd+m = x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

x = x2023,

êîòîðîå èìååò òðè ðåøåíèÿ x = 0,±1.
Îòâåò. x = −1, 0, 1.

Çàäà÷à 3

Îõîòíèê Ïóëüêà äëÿ ñâîåé ñîáàêè Áóëüêè çàêàçàë íà ÀëèÝêñïðåññ òðè
êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà. Íàóòðî ïîñëå äîñòàâêè îäèí êóëü îêàçàëñÿ ñúåäåí.
Ïîä ïîäîçðåíèå ïîïàëè Òîðîïûæêà, Ïîí÷èê è Ñèðîï÷èê. Íåçíàéêà îïðîñèë
ñâèäåòåëåé è óñòàíîâèë ñëåäóþùåå.

(1) Åñëè Ïîí÷èê åë êîðì, òî Ñèðîï÷èê íå åë åãî.
(2) Ñâèäåòåëüñòâà î òîì, ÷òî Ïîí÷èê íå åë è ÷òî Òîðîïûæêà íå åë êîðì

íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè îäíîâðåìåííî.
(3) Åñëè Ñèðîï÷èê íå åë êîðì, òî Ïîí÷èê íå åë åãî, à Òîðîïûæêà åë.
Êîãî èç ïîäîçðåâàåìûõ Íåçíàéêà ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îáâèíèòü èëè

îïðàâäàòü â ïîåäàíèè íî÷üþ öåëîãî êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà?

Ðåøåíèå.

Åñëè Ïîí÷èê åë êîðì, òî èç (1) è (3) ñëåäóåò, ÷òî Ïîí÷èê íå åë êîðì.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ïîí÷èê íå åë.

Òîãäà èç (2) ñëåäóåò, ÷òî Òîðîïûæêà åë êîðì.
Óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî Ñèðîï÷èê åë êîðì, òàêæå êàê è î òîì, ÷òî Ñè-

ðîï÷èê íå åë êîðì ìîãóò áûòü èñòèííûìè ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé (1)
� (3).

Òàêèì îáðàçîì, Òîðîïûæêà åë êîðì, Ïîí÷èê íå åë, à ïðî Ñèðîï÷èêà ñäå-
ëàòü âûâîä íåâîçìîæíî.

ÈËÈ
Ñîñòàâèì òàáëèöó âñåõ âàðèàíòîâ



Ïîí÷èê Ñèðîï÷èê Òîðîïûæêà

1 åë åë åë íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

2 åë åë íåò íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

3 åë íåò åë íåâîçìîæíî â ñèëó (3)

4 åë íåò íåò íåâîçìîæíî â ñèëó (3)

5 íåò åë åë

6 íåò åë íåò íåâîçìîæíî â ñèëó (2)

7 íåò íåò åë

8 íåò íåò íåò íåâîçìîæíî â ñèëó (2)

Îòâåò. Ïîí÷èê íå åë, Òîðîïûæêà åë, à ïðî Ñèðîï÷èêà ñäåëàòü âûâîä
íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 4

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB âäâîå êîðî÷å ñòîðîíû BC. Áèññåêòðèñà
BD ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñðåäíåé ëèíèåé KM (òî÷êà K ëåæèò íà BC, à M íà
AB) â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AFKD � ðîìá.

Ðåøåíèå

A

B

C

M K

D

F

Òðåóãîëüíèêè ABF è KBF ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì (AB = BK ïî óñëî-
âèþ, BF � îáùàÿ) è óãëó ìåæäó íèìè (BD � áèññåêòðèñà).

Ñëåäîâàòåëüíî, AF = FK è ∠BFA = ∠BFK. Ýòî ðàâåíñòâî óãëîâ âëå-
÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî ñìåæíûõ ê íèì óãëîâ: ∠DFA = ∠DFK. Ïîñêîëüêó
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ, òî ∠DFK = ∠ADF , ÷òî âìåñòå ñ
ïðåäûäóùèì ðàâåíñòâîì äîêàçûâàåò ðàâíîáåäåðåííîñòü 4FAD.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ABD èKBD (äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî) ñëå-
äóåò, äàëåå, ÷òî KD = AD = AF = FK. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî FK ‖ AD,
âûâîäèòñÿ, ÷òî AFKD � ðîìá.



Çàäà÷à 5

Óäîâîëüñòâèå, ïîëó÷àåìîå îò êàíèêóë, ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó èõ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè. ×òî âûãîäíåå äëÿ óâåëè÷åíèÿ óäîâîëüñòâèÿ: óñòðîèòü íåðàç-
ðûâíûå êàíèêóëû èëè ðàçäåëèòü èõ íà äâå ÷àñòè? Â êàêîå ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî ðàç (è â êàêóþ ñòîðîíó) èçìåíèòñÿ óäîâîëüñòâèå ïðè ðàçäåëåíèè íà
äâå ÷àñòè?

Ðåøåíèå. Ïðèìåì ïðîäîëæèòåëüíîñòü íåðàçðûâíûõ êàíèêóë çà åäèíèöó.
Ïóñòü îíà ðàçäåëåíà íà ÷àñòè îáúåìîì x è y (x + y = 1). Ïóñòü y = cx
(c > 0). Òîãäà ïðè ñúåäàíèè âñåãî îäíîé ïîðöèåé çàòðàòû ñîñòàâÿò S1 =
α(x + cx)2, à ïðè ðàçäåëåíèè íà äâå ïîðöèè ñîñòàâÿò S2 = αx2 + α(cx)2.
Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü îòíîøåíèå ýòèõ âåëè÷èí. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ.

S2

S1
=
α(x2 + c2x2)

α(x+ cx)2
=

1 + c2

1 + 2c+ c2
=

1

1 +
2c

1 + c2

=
1

1 +
2

1/c+ c

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ îöåíêè ñíèçó
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âåëè÷èíà 1/c+ c ≥ 2, ïîýòîìó

S2

S1
=

1

1 +
2

1/c+ c

≥ 1

2
.

Îòâåò. Óìåíüøàòñÿ â 2 ðàçà (ìàêñèìàëüíî). Âûãîäíåå óñòðîèòü íåðàçðûâ-
íûå.


